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LE BUT de cette Note est d’obtenir les groupes d”homologie dun espace topologique X, 
par une voie analogue a celle qui conduit aux groupes d’homotopie. On considbrc a cet 
effet une famille de pseudo-variitts Y de dimensions n (n k 2) et on introduit, dans la 
reunion des classes d’homotopie des apphcations continues, 
U,(X) = un(V, X) 
Y 
une relation d’equivalence, ainsi qu’une lois de composition, qui correspond en essence a
I’optration (V, v’) + V v V’ (rCunion d’espaces a points marques). On arrive ainsi aux 
groupes G,(X), qui sont des invariants homotopiques de X, et on demontre pour les fonc- 
teurs G,, les theoremes 2, 3, 4, qui lient ce foncteur aux foncteurs x”, H.. 
Dans le cas ou X est un polytdre fini connexe, les groupes H,(X) s’obtierment des 
groupes G,,(X) en affaiblissant les equivalences des ensembles U,(X). Les ensembles 
G,,(X), H,(X) apparaissent comme des limites inductives de la famille des ensembles 
lI(V, A’) et de certaines familles d’apphcations de ces ensembles. 
1. Designons par a,,,, (n L 2) I’ensemble des applications continues f du cube a n 
dimensions I” dans l’espace topologique A’, ayant la propriete 
(1) w-‘) = I%>, JF’ = ((?I, .I. ) t.) E I”; t,(1 - t,)t2 = 01, 
x, &ant un point fixe de X. Remarquons que (p, est UT, groupolde par rapport 1 la loi da 
composition : 
(f, s> -fs* (fs)(b I . . ’ 9 4J = 
l 
ml, t2 9 * * * , CA t1 E co, 31 
(2 
c?GQ, - 1, t2 : **- , a, t, E c+, 11 
Convenons d’appeler sous-groupo’ide de a,, tout sous-ensemble de @“, ferme par 
rapport a la loi de composition (2) 
TH~OR&ME 1. Si X est un espace triangulable compact et connexe, le groupofde Q,,, 
(n 2 2) contient deux sous-groupoides T. = An dont le premier admet un homomorphisme 
sur le groupe d’homotopie x, de X et le second admet un homomorphisme sur le groupe 
d’homologie enti2re H,(X). 
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DPrnonstrution. Les applications f:Z" --, X telles que 
(3) f(Z”) = {x*1 
forment un sous-groupoide T. de @” qui admet pour homomorphisme SW z,, la correspon- 
dance qui associe & chaque f e T, sa classe d’homotopie. 
Supposons que X est le polyedre IK( d’un complexe simplicial fini K. Le groupe 
d’homologie entibre N,(X) peut s’identifier au groupe d’homologie H,(K) du complexe 
abstrait C’(K) des chaines symttriques-gauches du complexe simpiicial K [2, Ch. VI, 961. 
Soit 
une chaine du complexe C’(K), de dimension n. On peut supposer que Ies simplexes ( sont 
engendres chacun par n $ 1 sommets distincts de K et qu’on a C, > 0, (i = 1, . . . , m). 
Pour chaque indice i on peut trouver une application continue 
(5) 41 : 1” + l&l, 
biunivoque a l’intckieur de I” et it l’intkieur des faces ti = 1, (j = 1,2, . . . , n), t. = 0, 
transformant ces faces dans les n + 1 faces de dimension n - I du simplexe sr et trans- 
formant les autres n faces de dimension n - 1 de Z” dans le squelette de dimension n - 2 
de st. Pour obtenir ies applications qi, on peut considerer par exemple la transformation 
du cube I” sur le simplexe unit&e An indiqtuk par Serre [l]. 
Yo = l- t1 
Yl - r,(l - r2) 
Y2 = t,t2u - 23) 
y._1 - t1t2 . . . Z”_l(l - tJ 
Y. = t,t, . . . f”_lt”. 
On voit qu’on peut supposer de plus, que l’application q1 transforme la face I”-’ 
(lt = 0) de I* en un sommet P1 du simplexe sI. Soit I, un chemin de X, joignant le point x, 
avec le point Pi, (i = 1, 2, . . . . m). Nous supposerons que x, est un sommet de K et que 
l’image de I, appartient au squelette K’ de dimension 1 du complexe K. Soit E.,:Z’ + X 
I’application 
l* : (t 1 , -es , t.)-, kt,) 
et considerons l’application g i = &q,, qu’on obtient a l’aide de la formule (2). 
Si l’on choisit une triangulation T du cube I” et si l’on transforme par g1 la somme u des 
simplexes de dimension n de T, orient& convenablement, on obtient une chalne de C’(K), 
Cquivalente fi la chaine Clementaire s,. 
Le cube singulier gi de X transforme I”-’ en x,. Soit d un homiomorphisme de I” sur 
GIfNkRALlSATlON SIMULTANiE DES GROUPES D’HOMOLOGIE 199 
lui-m&me, transformant l’ensemhle La-’ de (1) dans la face I”-‘. On aura alors g,$ E Qp, 
et on pourra composer ies applicationsf, = g& et considirer l’application 
(5) f=p . ..jpE@". 
L’e!tment .fde 0. est dtfini si l’on indique l’ordre dans lequel on effectue les produits 
dans (5), mais quelque soit cet ordre, la chaine.f(a) de C’(K) est equivalente a la chaine u de 
la formule (4). 
Si u est un cycle du comple.%e C’(K), il en est de meme de la chaine I et dans ce cas, 
la frontiere i” du cube I” admet une triangulation TV jouissant de la propriet.6 suivante: les 
simplexes de dimension n - 1 de r1 peuvent &re repartis en trois classes C, C’, c”, de sorte 
que: 
a. u transforme les simplexes de la classe C dans le squelette de dimension n - 2 du 
complexe K. 
fi. 11 existe une correspondance biunivoque entre les classes C’, C” et, pour chaque 
paire d’tlements correspondants Q’ E C’, c” E c”, il existe un homtomorphisme &+“:o’ FZ: 0” 
vtrifiant ia relation 
(6) flc’ = f 0 (f&b 
Remarquons que la triangulation T/ de .i” n’est pas, en gtnbal, univoquement deter- 
minte par l’application J”:Z” + X. On peut cependant conclure que toute claw d’homo- 
logie du complexe C’(K) peut etre definie a l’aide d’un cube singulierfo a,, qui soit lie B une 
triangulation r/, dependant def, par les deux propri&tfs a, /I ci-dessus. 
On peut remplacer ia premike de ces propri&hs par une autre ne dbpendant pas de la 
triangulation de X, a savoir, 
a’. En enlevant de I” les simplexes de la claw C, et en identifiant dans 1” deux points 
x’, x0, chaque fois qu’on a x’ E int a’, xR = 9,,&x’), (a’ E C’, u” E c3, on obtient une 
pseudo-varie’th Vf de dimension n, done un polytdre ayant pour front&e un souspolyedre 
de dimension n - 2. 
Si l’on designe par A, le sousensemble de 0’. forme par les applications j:Z” + X qui 
sont likes, chacune, au moins A une triangulation T/ de f”, par les proprietcs a’. /?, lew sous- 
ensembles T,, A, vkrifient les conditions du thiorbme 1. L’homomorphisme 
(6’) A, + H,(X) 
peut etre defini en associant a chaque element fo A, la classe d’homologie du transform6 
par f du cycle fondamental de dimension n de la pseudo-varieti V,. 
2. Pour un espace topologique iiniairement connexe X, soit x, un point fixe de X et 
soit L?. l’ensemble des paires (V, g) form&s chacune par une pseudo-varitte V, obtenue de 
I” B l’aide d’une identification du type d&it dans l’honc6 de la propritte !r’, et d’une 
application continue g : V + Xt. En disignant par 0 l’image canonique de Lx-l t I^ dans 
V, nous supposerons qu’on a 
(7) Y(O) = x0. 
t Y,, est un sous-ensemble de I’ensemble C,(X) x XI". 
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Pour deux applications fi, f2 E A,, on a,< f2 E A, et on peut diiinir une loi de compo- 
sition dans _.Yn en posant 
(8) (Vf, Yfi) *(v/,Yr*) = (&,JJ*) 
oti Fiji est definie par la formule (2). On peut poser 
vjll2 = %I ” 5, 
en introduisant I’opCration ‘somme d’espaces A point marqut’. 
Soit lTI( V, X) l’ensemble des classes d’homotopie des applications continues g : V -I X 
A point base et soit 
(9) U”(X) = y l--I (K -0 
la &union &ant considkke suivant l’ensemble de pseudo-varittts V, de dimension n et du 
type indiqd plus haut. 
La formule (3) permet d’introduire une loi de composition dans l’ensemble U”(X). 
Convenons d’identifier deux pseudo-variitls I ‘, V’ qui sont homeomorphes par 
rapport A un homiomorphisme induit par un homkomorphisme de I” sur lui-m&me, con- 
servant les faces t, -= 0, t2 = 1, et respectant les identifications de I” qui ont conduits aux 
espaces V, V’. Dans ce cas, la multiplication de l’ensemble U,(X) est associative. 
Si l’on convient aussi d’identifier deux elements 
g: V-+X, g’ : Y’-+ x 
chaque fois qu’on a des relations de la forme 
V = V’ v I/“, (K 9) = (V’, 9’) *(r, evrr) 
(p * V” + {X0]), “” . 
les ensembles lI( V, X) auront pour Olement commun la classe, identifi6e B un seul element 
E, des applications 
ey : v -)) (xg} 
et E sera une unit6 dans le domaine multiplicatif U,,(X), obtenu par cette identification. 
Remarquons enfin qu’on peut introduire une application involutive dans l’ensemble 
U,(X), en considkant i’application biunivoque de Cp, sur lu;-mCme, 
f+3,3(t,, t2, ... 9 48) =f(l - t,, t2 9 ... , t,>. 
et l’application qui s’en dCduit canoniquement V -+ p, (p, = VI). 
Pour un Ument a = classe de (V,f) E Un( X), posons E: = classe de (p,p). En intro- 
duisant dans le demi-groupe U,(X) ies relations 
UB = E, 
on obtient un groupe G,(X). 
On est ainsi arrive g un foncteur G,, defini pour tout entier n z 2, sur la cattgorie des 
espaces topologiques linkairement connexes X et A vaieurs dans la catCgorie des groupes. 
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D’apres le ThCoreme 1, pour chaque espace tnangulable compact X, x,(X) est un 
sous-groupe de G,(.U) et H,(X) est un groupe quotient de G,(X). 11 en resulte le 
TH~ORI’ZME 2. On peut d#inir des foncteurs G,, (n Z 2) sur la catbgorie des espaces 
topologiques IinPairement connexes ri caleurs dans la satkgorie des groupes, tels qu-il existe des 
homomc,rphismes de jkncteurs 
i, : x, + G,, F P.: G,-,H,, 
au moins dans le cas oic X est un poIyEdre fini. Dans ce cus, p,i, coincide avec l’homomor- 
p&me d’Hurewic2 
X,--r H,. 
3. Soienr (V,J). (V’,f’) deux elements de .YJX), tels qu’31 existe une application 
continue C# : Y + ‘v’ avec 
f=f’0l$. 
Si l’on designe par x, a’ les classes de ( V, f), (V’, f ‘) dans G,(X), les iltments de la forme 
bia’ forment un sous-groupe invariant O,(X) de G,(X). 
T&OR&ME 3. Si X est un poi$drefini, O,(X) est le noyau de I’homomorphisme G,(X) + 
H,,(X) induit par l’homomorphisme 
v:f) +_WCi>~ ([VI = cycle fondamental de V). 
DPmonstration. II est clair que l’image de O,(X) dans H,,(X) est nulle. 
Supposons _qu’on a une application 
f:V-*X 
telle que I’([ v]) = 0; f est homotope a une application simpliciale g du polybdre V dam le 
polybdre A’ = IKJ et on peut remp!acer f par g. 11 existe une chaine 
u E Cl+ 1(K)% 
telle que 
du = Q([V)). 
ConsidCrons les simplexes de la chaine u et supposons , s’ < s orient& de faGon que 
les coefficients des s dans u et des s’ dans les s soient tgaux B 1 ou ?I 0. Si l’on associe, 
comme nous I’avons fait dans $1, B chaque simplexe s’ < s un cube singulier _& E @,,, 
l’application g pourra etre remplacke par une application de 
81 -n nrN%, 
se” S’<S 
car on aura gfi, f 0.. D’autre part, chacune des applications 
f’ = J& 
la forme 
est homotope B l’application constante de I” dans X, si l’image def est contractible, ce 
qu’on peut toujours realiser, car on peut supposer cette image formie par la reunion de 
(~1 et d’un chemin joignant x, a un sommet du simplexe s. 
I1 en rtsulte que la classe de (V, f) dans G,,(X) appartient au groupe 0,,(X). 
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TH&~R~?ME 4. Les relations 
entraihent 
XI(X) = x*(X) = . . . = z,_,(X) = 0 
(10) O;,(X) = G,(X), (i = 2, . . . , n - i) 
(11) G,(X) = n,(X). 
Dbmonstration. 11 suffit de dkmontrer l’isomorphisme (11). Soit (V,~)E IPJX) et 
supposons que la pseudo-variCt6 V s’obtient de I” g la suite d’une identification du type 
a’ (§l), IiCe A f par la relation (6). Projetons la triangulation correspondante TV de 1”, du 
centre C de I”, et prolongeons la restriction de f A i”, A I’inttrieur de I”, de facon B avoir, pour 
l’application prolongbe F, 
F(Ca’ = F 0 kos co” ,
oh $,-sf,Caw prolonge, liniairement sur chaque rayon C-u, l’application 4,,,-. Le pro- 
longement de f a F peut se faire, en vertu des hypothbes du ThCortme 4, en considkant 
successivement les squelettes de dimensions 0, 1, . . . . n - 1 de la triangulation T/ de t” et 
en definissant arbitrairement F(C) f X. 
Les applications S, F ayant Ieurs restrictions A f” Cgales, la pseudo-varikt6 V’p peut 
&tre identifiCe A la sphtre S”, car en identifiant dans la Anion de deux cubes I” leurs 
fronti&res, on obtient un espace homkomorphe B S”. I1 en rCsulte que la classe mod. O,(X) 
de la paire (V,p, f P) appartient A l’image de l’homomorphisme 
n,(X) -* G,(X). 
D’autre part, les classes des CKments (V, f), (V/R, f p) = (V, f)*( V,, F)-’ ont meme 
image dans le groupe quotient G,(X)/@,,(X), car l’image de la classe (V,,F) dans le demier 
groupe est nulle. En effet, considkrons le polykdre V, et associons au cycle fondamental 
de V, un cube singulier 
g: I”-+ I$, hm = VP) 
en suivant la mkthode indiquk dans le $1. 
L’image de I” dans V, Ctant un cycle, g admet une dkomposition en produit de deux 
applications 
I”+ VB, 4 : v, + v, 
et d’aprks la dCfinition de Q,(X), les paires (V,, F), (V,, Fd) sont tquivalentes mod. O,(X). 
Mais de la voie dans laquelle on a construit l’application F il rksulte que (V,, Fq5) d&nit la 
classe nulle dans G,(X) et par consequence, il en r&&e que tout klCment de G,(X) est 
equivalent mod. O”(X) A un &ment contenu dans I’image de l’homomorphisme z,(X) -c 
G,(X). Mais c’est un monomorphisme t le ‘IWorbme 4 est dtmontri. 
Rernarquons que les Th6orimes 3, 4 foumissent le theor&me d’Hurewicz, dans le cas 
oh X est un polyhdre fini. 
En rtsumant, on peut enoncer ce resultat: on peut construire dew foncteurs G,, 0,. 
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(n 3 2) SW !a catkgorie de3 espaces topologiques X, ri ITaleurs dans la t*atPgorie des groupes, 
tels qu’il existe deux monomorphismes 
i:z,-+G,, j : O,-rG, 
et un homomorphisme 
p: G,+H, 
teb que, au moins dans k cas ori X est un polyPdre$ni connexe, 
1”. p D i soit l’homomorphisme a”Hurewicz x, -+ H,,; 
2”. la suite 0 --* 0,; G, 2 H, -+ 0 soit exacte; 
3”. les relations 7rI(X) = . . . = n,_ I(X) = 0 entrainent l’exisrence d’un isomorphisme 
x : G,GWW) = U-U 
tel que x c p 0 i suit l’identite’ de n,(X). 
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